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Résumé de la magnétostatique
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=PFL Electrostatique et Magnétostatique:
Définition

Définition de la condition électrostatique/magnétostatique
La densité de charge p est indépendante du temps.
La densité de courant J est indépendante du temps.

0 aJ
PL_yp 0 Vx,Vi
ot o
Electrostatique: Magnétostatique:
E_, B_,
ot ot
. Note:
v E= ,0/50 v B= O Conservation de la charge: V«J+a—p= 0
VXE=0 VXB:;U()J ; ot
En regime "statique" : PL_p
E=-VV B=VxA _ ot
V-J=0
V(x)= j p() v A(x) = ”0 j J(X ) v
dre, s, ‘x ‘
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Current
in wire

Sources du champ magnetique

Mouvement des charges ¢lectrique

Moments magnétiques intrinseques des particules (électrons, protons, neutrons ...)

-} Earth's magnetic field

-} Traffic, appliances, etc.

-‘ Power transmission lines
(at 10 m)

~atl} Human heart signals

- Optic nerve signals

-y Muscle impulses; spontaneous brain activity

-} Evoked brain signals

104
_ 10-7
MALITIEg 10-6
o um e 10-7
o " LY
10~8
3 10°°
; 2 10-10
8-
e R 10~ 1
- 1¥i?¢13 o Lo Adhakey 10-12
Loop of Solenoid Bar Magnet The Earth o®
wire ot
10-13
Bobines avec courant: Aimant permanent:  Terre (sur la surface):
<100 T typ. <10 T typ. ~0.1 mT

Une distribution de charges électriques statiques produit un champ électrique statique.

Une distribution de courants électriques stationnaires produit un champ magnétique statique.

Sources de champs
«faible» (< 0.1 mT)
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Loi de Biot-Savart:

Le champ magnétique produit par un courant stationnaire

Loi1 de Biot-Savart

- 2

zxrdV

B(x)=2" | LCOLI o

2
47Z'V v

Champ B produit par les
courants dans un élément
infinitésimal de volume dV

Champ B produit par les
courants dans le volume V'

Note: G 224: Une charge ponctuelle mobile ne produit pas un
courant constant. Cela signifie qu’une charge ponctuelle ne
produit pas un champ statique. Nous sommes obligés de faire
face a des distributions de courants étendues.
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=PFL CURIOSITY

Note 1: «Démonstration» de la loi de Biot-Savart a partir du potentiel vecteur A:

J(x")
X—Xx'

dVv

En condition statiques: A(X) = Ho J-
4, |

=

B(x) = V x A(X) =:‘—;ij£|;(_";, jdV

Math.: Vx (fV)= f(VxV)+VfxV
o

vx(;(_";, J =£|X_1X, J(VXJ(X'))+V[|X_1X,|jXJ(X')

Le "curl" est par rapport a la coordonnée x et

mais :
J(x’) est un constante par rapport a X.

: 1 r 5

VxJ(x)=0 \% Tl= (r=x-x'; r=—)
|X—X r r

=
B(x):'uOJ'J(szrdV B (x)= y7n J(xzxrdV

4 r 4 r

14
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Note 2:
Equations équivalentes

,UOJA

I.
dB(x)=7"——dV ;  J=—t ; dV=Sdl
r S
, 1di .
— dB(X) Er—t X l‘
Note 3:
Analogie champ ¢lectrostatique/champ magnétostatique
dq
1 pd U, 1di
dE = I dB :__t I
(x) dre, »* ' x) Ar <t
1 ¢ pX) J(x')xr
E(x) = d B(x)= d
(x) 4re, 2 V (x)= 47[_“ 2 v
4 v

Note 4:

Champ magnétique crée par un circuit fermeé
avec courant /

I ¢ txr
B(r)=%<j> i
C
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Loi d’Ampere

: E
Equation de (Maxwell)-Ampere: CJSB -dl = p, j J-ds+ g, J. aa_t - ds
C S S
Conditions statiques: 88_121 =0

—
$B-dl =y, [J-ds
C S

En magnétostatique, la loi d'Ampére permet de déterminer la valeur du
champ magnétique grace a la donnée des courants €lectriques.

Cette loi constitue 1'équivalent magnétostatique de la loi de Gauss.
Pour étre appliqué analytiquement de maniere simple, la loi d'Ampere
nécessite que le probleme envisagé soit de symétrie «élevéey»

(comme dans le cas de la loi de Gauss pour le champ ¢€lectrique).
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Exercice: Courant dans un fil conducteur rectiligne infini

a. «Calcule» avec la lo1 de Biot-Savart infinitésimale

1
dy

i

¥

0

"N A

dB=todly o gy y0)= Ho 1D

4z 2 47 (x2+?)
=
y=xtgd= d)(; = %xtg@—x 26:>dy=x%=x(l+tg29)d0
-
dB(xy,0)= 10 D i
47 (x2+y2)
_ Ho ! .
= x(1+tg260) cosOdb
4z x2(l1ig20) 0 T80 ®
= ’uolcosé?de(f) N \é
4 x 7 i ‘
= 9\ |
/2 x
B(x,y,0)= /101@ | costé’zﬂol(i) /
47[ X —7r/2 27[ X Current flowing
B(x,y,z)= Ho !

27[*/X2+22 ¢
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b. «Calcule» avec la forme intégrale de I'équation de Maxwell-Ampere (loi d’ Ampere)

: : E
Equation de Maxwell (lo1 d'Ampere): CJ-DB -dl = yOIJ -ds + yogojaﬁ—t -ds
C S S
Conditions statiques: — =0 La symétrie du probleme
at permet de .dételrminer «intuitivement» I y
Z>C.'SB°dl=/JOIJ'dS A/Iadlrecnondu champ B 5
C 3 CA—- -jjay
Symétrie cylindrique: B = B@ @
Z
Courant dans le ﬁl:IJ -ds = JJf -ds =1
S S
= ,uOJ-J -ds = 1
S
Symétrie cylindrique: B = B@ r=vx’+z°
= CﬁB -dl =2rrB
C

1
:> B::“o /

2 r Current flowing
out of the page

7.10



=PFL

Exercice: Champ a l'intérieur d’un fil rectiligne infini

«Calcule» avec la forme intégrale de I'équation de Maxwell (lo1 d’ Ampere)

Bocl/r

Amperian loops B
Wol |- ___
21R |
Buxr/ |
|
|
|
|
|
~ L 4 !
Smmm" R
Equation de Maxwell (lo1 d'Ampere): gg B-dl =y, j J-ds+ p,e, j —-ds Conditions statiques: 2
c(r) S(r) sin Ot
Symétrie cylindrique: B = B@ \ La symétrie du probléme
permet de déterminer «intuitivement»
Pour 7 < R: j J-ds = J‘ J, ds=1 7 :[_ la direction du champ B
2 2
S0 S(r) 7R R
2
r
Cc(r)
¢ B-dl=27rB
C(r)
= B:'u—olL (pour r < R)
27 R B
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Champ magneétique créé par plusieurs courants

Equation de Maxwell (lo1 d'Ampere): qSB -dl =y, j J-ds+ u,¢, j Py -ds
OE
Conditions statiques: — =0
T C
I v

ﬂoJJ'ds = ﬂOJJf ds = IUOZII'
S S i

superposition N S S df\

—
$B-dl =,y 1, L
C I

Smfh\

de bord T

7.12



=PFL Exercice: Champ magnétique produit par un courant dans une

bobine planaire avec une seul spire
«Calcule» avec la lo1 de Biot-Savart

Circuit fermée
Hy ' 1 X—X' 4 txr ldL  tx
B(x) =2 | J(x') x dV = dl «—
(x) 47[;[ (x) |x—x'|2 |x—x'| 47[2‘? P

Pas de solution analytique (seulement solution numérique).

Solution analytique pour B(0,0, z) :
Ho 1dl ¢ Ho 1l

dB =——-txr = dB. =dBsinf = —sin @
4r r 4 r O
rsin@=R et r=~z"+R = sinezL
\Nz? + R? J Notes:
= . I R , 1) La symétrie du probléme n'est pas suffisante pour
' Y .. A pouvoir utiliser la loi d'Ampére pour obtenir le champ magnétique
dB = dBsin @ = Hy 1dl R _Ho 1dIR AP " (la loi d'Ampere est valable mais pour ce probléme elle est
: Ny T S B < R
B e 2) Une expression analytique du champ ne peut
= e étre trouvée que le long de I'axe de la bobine.
27zR 27R 2 Tl

A n IR IR N LT

B(0,0,2) =% | dB, =2%° o | A =— T
0 (2 +R) T o 2(R* +2%) AR
S
= Yo
IR? A I . - ‘ ‘H-I'\:fl:ﬂgnetii: field B

B(0,0,z) = o 5 B(0,0,0) = o Z | Electric produced by

2 ( R* + 27 ) 2R current loop current

7.13
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Exercice: Champ magnétique dans un long solénoide vide

«Calcule» avec la forme intégrale de 1'équation de Maxwell (loi d’ Ampere)

B - X

=t

il ||
n'!.'- -llllllll'llllllll.l -:llu

(b)

OE
Equation de Maxwell (lo1 d'’Ampere): 4)B dl = u, J' J-ds+ ¢, 8 -ds
. . OE
Conditions statiques: o 0

Pas de courant li€s: ﬂon -ds = yonf -ds

= La symétrie du probléme

permet de déterminer «intuitivement»
B-dl=y,|J,-ds irecti

f la direction du champ B
C N /

mais : B~ 0 al'extérieur (loin des bords); B = Bx a l'intérieur

= @B-d] ~BL+0+0+0=RBL Pas facile a démontrer

rigoureusement

et: yonf -ds = pyInL
[: courant

— n: nombre de tours/m

B = u,In

Exemple: B=1T ;n=10/m =I=—=800A

Holl
7.14



EPFL Exercice: Champ dans un long solénoide
avec matéeriau magnétique linéaire

«Calcule» avec la forme intégrale de I'équation de Maxwell-Ampere (lo1 d’ Ampere)
oD
Equation de Maxwell :qSH-dl = ij -ds + J‘ﬁ-ds
C S S

oD

Condition statiques: i 0

Dans un matériau magnétique linéaire: B = uH = 1,0 H

I: courant [A]
J' I -ds=InL n: nombre de tours par unité de longueur [tours/m]
A o . , 4 e1e, s , .
. L: perméabilité magnétique [H/m]
B =0 al'extéricur (loin des bords); B = Bx a l'intérieur
—
C_‘SB-dl = uoﬂVCﬁH-dl = ﬂour_[Jf -ds = gy p1, InL
C S

C

(ﬁB-dl;BL+O+O+O=BL
C

—
B=puyu in

7.15
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Solénoide
avec matériau magnetique linéaire

Solénoide
vide

M=0 M= yH
H=nl H =nl
B=pynl B=u,(H+M)= p,(1+ y)nl = popi, In

I: courant [A]
n: nombre de tours par unité de longueur [tours/m]
L permeabilité magnétique [H/m]

7.16
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Champ magneétique produit par difféerents «structures»

Bobine planaire (avec plusieurs spires)

=

Fil «anfiniy

7.17
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Trajectoire d'une particule chargée dans un champ B

1. Champ B uniforme et vitesse v.B

Mouvement circulaire uniforme

r =rcos(wt)Xx +rsin(wt)y =
= v=r=—rosin(wt)X +rocos(at)y =
=a=V=r=-—r0" cos(wt)X —ro’sin(wt)y =

Sa=-0'r=—-0re,

mo’r=qvB et v=or

—
q
w = %B Fréquence de cyclotron
my
y=— Rayon de Larmor
qbB

Note: pour des particules avec g>0 et g<0 le sens de rotation est opposé
Z 366 7.18
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2. Champ B uniforme et vitesse v arbitraire

Z 366

0
P s
B ; r aaas } Mouvement circulaire uniforme dans le plan perp. 4 B
et
- 1 vitesse constante dans la direction de B
VVVVU\
P
q>0
dv A A A
ma:mE:FB =qvxB ; B=DBe ; v=ve +v e,
dv g .. dvodv A v
e” -Ezae“-(va) mais e”-zzﬁ et e”-(va)szﬁzo — VH:COI/le
N_4 B ' B)=0 2)=0
- —_— . . — —_ . —_—— — — l‘
Vo= (vxB) maisv-(vxB) — dt(v V) dt(v) = | v|=cons

2 2 2
V] =V" -V, =const= v, =const

dv d(oxr) q q
a=—r=—— = 0OXV, et a:%leB = (oz—%B
my,
v, =or = r:qB

7.19
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4. «Miroir» magnétique (Z 375)

<

\ 1 v
Ay ‘_‘““‘--.\ E
= T\ ! \ W S|
= DN\ \Hf_.-—F———’—-—i-—_i.__ YA
NN TATAT B o' i’ ERER Ba /') A
y o =3 !
s e _.________________-_7________)___._.——-"" I\
) Wi ] i//l/ i
[ N_—7
F
Coil 1 Coil 2

<
=

L'effet de miroir résulte de la tendance pour des particules chargées de rebondir en
arriére depuis la région ou le champ est fort (confinement magnétique).

Z 375

CURIOSITY

5. Particules chargées qui se rapprochent
de la Terre (Z 378)

Charged particle
approaching Earth
P —r—
[
B

Les ¢électrons et les protons du soleil sont piégés par le champ magnétique terrestre. Une
particule chargée spirale entre deux miroirs magnétiques prés des poles Nord et Sud.
Ces particules entre en collision avec les atomes et les molécules dans I'atmosphére. La
désexcitation de ces atomes et molécules crée 1'Aurora.

7.20
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6. Sélecteur de vitesse

S Sy
B (into page)

Pas de deviation =

+ +/ +

~ TTET

E
FB=FE:>qu=qE:>v:E

7.21
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7. Spectrometre de masse

Ionisation Accélération

: ‘ ‘ I Analyse de la masse

Gas input ! |v0 | | V
——————b i i '
—t e

Ionisation: atomes —> ions
(par bombardement avec faisceau d’électrons)

ms=> m,=> m,;
(mais q4:=4>,=4 1)

: ~ () 2 .
Accélération: Vv, =0; Smv = AV

\ / Analyse de lamasse: ¥ =—f5=5(—AV iz

Détecteur

7.22
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lon count

Spectre de masse de l'air

14N+
14\ 2+ 14N2+ 1502+ Ar*
1000 2
800
i 160+
600 - 160,2"
' ‘ H,O* 14\ 15N*
400 |
CO,"
200
: Ar2?t 160180+
O'L. .A..A.A..lt‘. . T |
10 15 20 25 30 35 40 45 50

m/z
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8. Lentille magnétique pour le microscope ¢électronique (Z 358)

Les particules chargées (¢électrons) avec des trajectoires initialement paralléles (ou presque paralleles) sont focalisées par une boucle de
courant circulaire.

————p == -7

9. Magnetic trapping (Piege magnétique) (Z 377)

Le piégeage au minimum local du champ magnétique se produit pour les atomes
dont le moment angulaire total est antiparalléle au champ magnétique local.

/A X) ™\ Note:
o —— \ \ | ———— 1) le piege loffe-Pritchard est congu pour piéger des
/ / \ / I particules neutres mais avec moment magnetic non nulle.
[
E p="IN B ') —Z 2) Il est impossible de produire un maximum local de la
o= = ) magnitude du champ magnétique dans I'espace libre. Cela
\\ / \\ / signifie qu'il n'est pas possible de piéger une particule avec
Q=—==// — — ) un moment magnétique paralléle au champ magnétique
\\_// local.

Figure 12.9: The loffe-Pritchard configuration produces a minimum of |B(r)| at its center. Arrows
indicate the direction of current flow in each wire.
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Z 365

Force et couple sur une distribution de courants

F= j r)E(r)+J(r

—
Pour p(r)=0 et/ou E(r)=0:

)xB(r))dV

dans un champ B

N= j(rXp(r)E(r)+rx(J(r)xB(r)))dV

Vv

F

IJ(r) x B(r)dV

14

N

]

rx(J(r)xB(r)dV

7.25
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Force magnétique sur un conducteur parcouru par un courant
dans un champ B

dl _ dl% S _ Sf A A A B A A A

J=ngv=ngvt J=(/85t / L >
/ <

n: densité des particules chargées “mobiles” (m?) . S /J /

: « 2 PO " /\,
q: charge de la particule “mobile” (C) / / /

Force sur le volume dIS:

dF = Z(qivixB)z(VxB)Zqi -

= (vxB)nqdIS = ngv x BdIS = J xBdIS = It x Bdl

.

f: Force par unité de volume F: Force totale sur le fil de longueur L
deJB[EB Fo(sxBar = [LixBsai=i[ixBar=1{axB
—%— X —E X — —I X —J'E X —J‘ X = I X
4 4 L L

La force sur un conducteur est la force de Lorentz sur les charges €lectriques en mouvement.
7.26
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Exemple 1.: Fil rectiligne de longueur L dans un champ B uniforme

'B

5,
~
=

L
F :delezlfoB
0

s

_

=
L

A A

=

\dv_oy

Force
18

Force is up

N

)

S

N4

7.27



EPFL

Exemple 2. : Circuit fermé (de forme quelconque) dans un champ B uniforme

F=IQdlxB=—IBxPdl=0 La force résultante sur un circuit fermé
de forme quelconque dans un champ B
uniforme est nulle

L’intégrale d’un déplacement infinitésimal

Si le champ magnétique B est uniforme (constant dans 1’espace), . -
sur un chemin fermé est nulle.

on peut le sortir de ’intégrale

Notes:
1. Dans un champ B uniforme, la force résultante est nulle mais la boucle peut subir un couple net (elle tend a tourner)(voir plus tard dans le cour).
2. Dans un champ B non uniforme, la force résultante (et le couple) peut étre non nulle.

7.28



=PrFL

Exemple 3: Force entre deux fils paralleles infinis
B=tly F=gvxB
21w ¥
—
H [1 A H, ]2 A
) B, =—‘022
T d ¢ 2 d ¢
—
H, ]112 3
dF =(>q.|v,xB, =(ngSdl)v,xB, = dlxB, =—"-"2dId
dl 2w d
= (qu.)v2 xB, =(ngSdl)v,xB, = LdlxB, = _ 1 did
dl 2 d

Forces sur les éléments Sd/

7.29
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F = AL g = Ho bl g
2
L L
F = [dF, = [~ 00 gg = - L g
0 o 27w d 2 d
Exemple:
I,=1,=100A ; d=1cm;L=Im
F=0.2N

Forces totales sur les fils de longueur L

Note: expérience utilisée pour définir I’ Ampere [A]

7.30
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Travail de la partie magnétique de la force de Lorentz

Note 1:

Particule chargee:

F=q¢q(E+vxB)=dW =F-dl=q(C+vxB)-vdt =qgE-vdt+q(vxB)-vdt

mais (vxB)-v=0Vv,B =dW =F-dl=g(E+vxB)-vdt =qgE-vdt

— La force magnétique "ne travaille pas" !

La particule chargée n'acquiert pas d'énergie cinétique en raison du champ magnetique B

(mais seulement a cause du champ ¢lectrique E).

Note 2:

Fil rectiligne en mouvement avec courant dans champ magnetique uniforme:
dW =F-dx = IL(txB)-dx = [LBdx # 0= P =d/dt(ILBdx) = ILBv

v : vitesse du fil dans la direction de la force.

Ce travail ne se fait pas par le champ magnetique mais

par le generateur qui produit le courant / contre la force electromotrice induit:

e=BLv and P=¢l = IBLv (voir plus tard dans le cours, partie "Electrodynamique")

GURIOSITY
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Energie électrostatique et énergie magnétostatique

Cas ¢lectrostatique:
I'énergie €lectrostatique totale Uy d'une distribution de charge isolée est le travail réversible total
requis pour creer la distribution de charge et son champ ¢lectrique associé.

Cas magnetostatique:
I'énergie magnétostatique totale Uy d'une distribution de courant isolée est le travail réversible total
requis pour creer la distribution de courant et son champ magneétique associe.

Nous pouvons démontrer que:

1. en presence d'un materiau lineare:

1 : : 1 : : .
U, = EIE -DdV U : énergie électrostatique totale (J) U, = EE ‘D u, : densité d'énergie électrostatique (J/m?)
Vv
1 : . 1 . : .
U, = EJ-H -BdV U, : énergie magnetostatique totale (J) Uy = EH ‘B u, : densité d'énergie magnetostatique (J/m?)
Vv
2. dans le vide (D=¢,E, H=(1/y,)B):
1 : : 1 . : :
U, = 550I|E|2 av U, : énergie électrostatique totale (J) Up =26 B[ u, : densité d'énergie électrostatique (J/m*)
vV
1 . , 1 : . .
U, = 2—.'.|B|2 av U, : énergie magnetostatique totale (J) U, = 2—|B|2 u, : densité d'énergie magnetostatique (J/m*)
Ho Ho

G 199,J165,Z7 180,J 212, Z 385
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Inductance et capacite

Capacite (auto-capacite):

; c.9 [C] = C/V = F=Farad
+,/, Gaussian :_'_ V
+ ,,, surface
| \
+ i +Q La capacité d'un conducteur est la charge totale sur le conducteur lorsqu'il est maintenu a un
I i potentiel de 1 V (avec tous les autres conducteurs étant maintenus a un potentiel nul).
-l-\a\ 4 /{’_
M

Inductance (auto-inductance):

D, [L] = Tm2/A = H=Henry

L’inductance L d’un circuit électrique est le rapport entre le flux du champ magnétique embrassé par le
circuit et le courant (le flux est celui produit par le courant / parcourant le circuit et non celui provenant

d'une autre source (autre courant, aimant, etc.)).

7.33
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Note:
Deux définitions courantes d'inductance:

1) L’inductance L du circuit électrique est le rapport entre le flux du champ
magnetique embrassé par le circuit et le courant:

)
L=—2
1
(Ie flux est celui produit par le courant / parcourant le circuit et non celui provenant

d'une autre source (autre courant, aimant, etc.))

Cette définition présente deux «inconvénientsy :

a) Le flux est une grandeur physique difficile a mesurer directement. La «surface circonscrite par le circuit» n'est pas
toujours facile a déterminer et, dans certains cas, elle n'existe méme pas (par exemple si le circuit «fait un nceudy).

b) La définition suppose que le flux est proportionnel a l'intensité du courant. Ce n'est pas le cas quand le flux traverse un
matériau magnétique non-lin€aire.

2) La fem auto-induite d'un circuit électronique est proportionnelle a la vitesse de variation temporelle du courant / dans
le circuit. Le parametre reliant la fem a la variation du courant est défini comme inductance (ou auto-inductance). (voir
plus tard dans le chapitre «Electrodynamique»)

La’]
sy

Celle-ci ne présente que le inconvénient b).
7.34



EPFL GURIOSITY
La matrice de capacité et la matrice de inductance

La matrice de capacité¢ C décrit comment un ensemble de conducteurs chargeés s’influencent ¢lectriquement.
La matrice de capacite (qui doit étre mesurée ou calculée) relie la charge O; sur le conducteur i au potentiel V; du conducteur j pour un
ensemble de N conducteurs:

N 1 N 1 N N
0 =2C, Up=52.0Vi=52.2.CGVY,
i=1 i=1 i=1 j=l1
C.=C, : capacité (capacité propre) La capacité dun conducteur  (ic., C,) ost donc

C . ” . . . t ’ t 11 la charge totale du conducteur lorsqu'il est maintenu
ij avec i -] . CapaCI € mutuclic au potentiel de I'unité (i.e.,V;=1V), et tous les autres
conducteurs étant maintenus a un potentiel nul

(i.e., V;=0 pourj #1i).

La matrice de inductance M décrit comment un ensemble de circuits porteurs de courant s’influencent magnétiquement.
La matrice de inductance (qui doit étre mesurée ou calculée) relie le flux magnétique @y ; a travers le circuit i au courant /; dans le circuit j:

N 1 N 1 N N

Dy, = le Myl Uy = EZ(DBJ-I,- = EZZM,,.LJJ
= i=1 i=1 j=1

M =L, : inductance (inductance propre)

M; aveci# j : inductance mutuelle

43,1215, Z 136, 7 396 7.35
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Note:
On peut aussi montrer que:

pi(r) pi(r')

c, =t | jdedV'pi(r)_p",(r) Ci=C =
V.

"4z vy, 47r50 V2 ‘r—r'
Ci=C, : capacité (capacité propre)
C; aveci# j . capacité mutuelle

_ Ji(r)-J,(r') to Ji(r)-J:(r')
Ml.j_4 T jdedV — M,=L = jdedV —
M =L, : mductance (inductance propre)

M aveci# j : inductance mutuelle

J41, 7 396 7.36
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J 215, 1264, 7 395

Inductance propre et capacité propre:

définition plus générale

v

Z

Pour faibles fréquences et faible pertes par radiation (sans démonstration) =

—

1

L=— B-Hav=-"-U
‘]‘2 B

1

2

UB:%jB-HdeéL\]\
Vv

» Energie stockée dans une

Pour matériau linéaire: D = ¢E et B = uH

—_—

JRL

15~

— BV _j—

1

B*dV

u

T

Champ magnétique «unitaire»
(i.e., créé par un courant /=1 A)

inductance L avec courant /

U, :EIE-DdV:%C\V\
4

2 Energie stockée dans une
capacité C avec tension V'

C=

1
ik

eEXdV _ng 2V

T

Champ ¢électrique «unitaire»
(i.e., créé par une voltage V=1 V)

7.37
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Démonstration:

Conservation de I'energie (voir J 264 et diapositives "Electrodynamique"):
—1.V, = —IJf -EdV + Ziwj(wm —w,)dV + q‘> S-nda Impédance: Z = -~
2 25 ’ _ I,

R= R[V} |]1| {Re{J‘J EdV}+4wlmU(wm—we)dV}zScj;s.nda} X:Im{?}zﬁ{—lmb.f}-EdV}+4a)ReD(wm—we)dV}}

i V Vv 4

Z=R+jX

Pour faibles frequences et faible pertes par radiation =

a)L=4—“)jde a)lc |]|j w,dV

Iy | | up, =(1/2)(E-D+B-H)

Pour matériau linéaire: D = ¢E et B = yH Wiy = (1/4)(E -D*+B-H *)

:L_L BdV_lejdV C=

1] 5 o

sE*dV _ng 24V
Vil v

7.38
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Energie dans une inductance....

=0 L
- dl Note:
+ —
<> V R V_LE_'_R[ V+e=RI et g=—L% =
- dl 2 v =1Y ke
Vi=LI 7 +RI dt
VI =P, Puissance ¢€lectrique fournie par le générateur:

Energie stockée dans
I’inductance L a la fin

de la phase de «charge»

(i.e., avec un courant constant)

u/
=
.
=
NN

ar
Py=LI—+RI’=F, +F,

d
Pl GG G L) I (=)
P:lLilz
L2 dr
T L T YR e

CURIOSITY

7.39
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Energie dans un condensateur....

=0 C
+
dv,
<> V R V=R1+VC=RC7f+VC
VI=P, Puissance ¢lectrique fournie par le générateur

P.=RI’+V_.I=P,+P.

%
PC :VCI I - (e—(l/RC)t)
R
V.=V (1- o (VRO )
_ 2
Energie stockée dans p - V_(g—(l/RC)t _ e—(Z/RC)t)
dans le condensateur a la fin C R

de la phase de «charge» o %
(i.e., avec une tension constante) U,, = I P.dt = I
0 0

\ 1

=>U,,==CV:, V. =V

,00

1 1
~(/RC)t _ _~(2IRC)t\ _ 2_ 2
(e e M) =2 CV A= CVE,

7.40
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CURIOSITY

Exercice: inductance d’un solénoide infini (avec matériau magnétique linéaire)

Methode 1:
oD
Maxwell: H-d1 = [, -ds-+ [ - ds
C N N
. : oD
Condition statiques: o 0

Dans un matériau magnétique linéaire: B = yH = 10 H
IJ yrds=1InL
N

B =0 al'extérieur du solénoide; B = Bx a l'intérieur du solénoide

=

C.fDB-dl = ﬂoﬂrCJSH-dl = ﬂoﬂerf ~ds = gy, InL
C C S

(]SB-dl;BL+O+O+O=BL

C

:>B=/u0:ur]n
N gy, 14
= <DB=NBA=N,uOurInA=%
;0o Nt A
- fTTT T

n = (N/L) nombre de tours par unité de longueur
N =nombre de tours du solénoide

Attention: 4 et S sont deux surfaces différentes.

Methode 2:
...de la methode 1:

B=p,puIn alintérieur du solénoide

B=0 a l'extérieur du solénoide
-
2
—szle _Lz 1y _%132 [ dV;llezALzN”O“fA
]y [ 1 # e . A L

Methode 3 (voir plus tard dans le chapitre "Electrodinamique"):

d
gz—EN.[Bds E=— E C.EH-dIE'!‘Jf-ds

H =0 alextérieur du solénoide; H = Bx a l'intérieur du solénoide
=
H-dl=HI |3, -ds=nil
C N
=
H=nl
d d dl
g=——N|B-ds=——N H-ds=— NAn—
— ! — !uoﬂ, Hobt, Nn =

=

N4
L = ptopt,NAn = % = top,n’V
7.41
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Exercice: inductance d’un cable coaxial infini (avec matériau magnétique linéaire)

L: Inductance d'une portion de longueur / du cable coaxial
Attention: Methode 2:

1) nous supposons que le courant a I’intérieur des conducteurs est nul (hypothése raisonnable _de la methode 1:
aux hautes fréquences ou la «skin depth» est petite par rapport a a).

- por v
2) A et S sont deux surfaces différentes. B= % entre les deux conducteurs
B=0 partout ailleurs
=
L Ly
17 #
b b
Methode 1: ~ Lz | Lpy e Hot, jizl27rr dp = Mot jldr _ Ml b
oD |I| Ventre tes deux H (27[) ol 2 ol 2z a
Maxwell : (JSH -dl = jJ sods+ .[ —-ds conduceurs
ot
C N N
aD . . "n b M "m.
{ Condition statique: - 0 Methoje 3 (voir plus tard dans;e chapitre "Electrodinamique"):
/i
H=H(r)d, entre les deux conducteurs &= _EIB -ds &= _LE 9SH -dl = _[Jf ds
A C N
H=H(r)u, entre les deux conducteurs
Dans un matériau magnétique linéaire: B = yH = g, 11 H
:CﬁH-d]zH27zr J‘Jf-ds=l :S{)H.dl:Hzﬂr J'J/.ds:[
C S c 5 Flux «efficace»?
1 d dl % dl pyul b
=H :_272'}" & ——E£B~ds ——E:[IUO/JVH'dS ——Ea ar ldr——E o 1 ;
B ot , Flux «efficacen? Mol In bdl _dl

2zr \ 2r adt dt

~ ~ (Mt Ml b _Hopd b
- @, = Bds-J.,uOyrH ds-[jzﬂrldr—l i = 1=20

A A a
O, popl b

R R

7.42
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7336

A(l’) — IUO J“J(r
pour » >>r' et r>>R
1 ’ :l_r'Vl+l(r'V)l_
r ro 2 r
-
k=x,y,z

Multipbéles magnétiques

Pour démonstration \- / dans une sphére de rayon R.
voir Z 336 \‘ / Le point d'observation est
rour>>R.

A(r)_ﬂ( jJ (r)dV+— jJ x"r'dV +.. j :Z{%ij(r')dV+%jr'xJ(r')dV+....]

avee

1 j J.(t)dV =0
r V

Al
m=—|r'<J("dV
2! (r)

Moment de monopole magnétique (monopole magnétique)

Moment de dipole magnétique (dipole magnétique)

est confinée entiérement

CURIOSITY

Une distribution de courants localisée

7.43
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Le dipole magneétique

Al
m=—|rxJm)dV
21 (r)

m: moment de dipdle magnétique (dipdle magnétique)

Exemple 1. Circuit ¢lectrique circulaire avec courant /:

mzélrxJ(r)dV=%1<£>rxdlzélén<j>rd1=llé rdl

m
Eﬂ
C
| e
@ e s, (A
1
S

7339 7.44
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Exemple 2. Particule chargée avec masse m,, en orbite circulaire:

Moment magnétique en fonction du courant equiv. et en fonction du moment angulaire:

m
Le courant equivalent est: Le moment angulaire est:
- En I:qi:q—v :qi L=rx(m,v)=Rm,ve, =mpa)R2én
'[ T 12zR 12z N
= 1 L S q L
. Vo w m=qg-— =5
+ m=ISen = quen = q%Sen 27 mpRZ 2mp
S~ Ha
m: moment de dipole magnétique (dipdle magnétique) Note: Nous pouvons appeler ce moment de dipole magnétique de

la particule le moment de dipole magnétique “orbital” de la
particule, pour le distinguer du moment de dipole magnétique
intrinséque ou spin que possedent certaines particules (electrons,
noyaux, ..)

7.45
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Force, couple, énergie potentielle pour un dipole magnétique dans un champ B

Calculons la force (et le couple) exercée sur une distribution de courants J(r") par un champ électrique externe B(r’)
qui change "lentement" dans I'espace. Lentement signifie que le champ magnétique est bien approximé

par une expansion de la série de Taylor a deux termes autour d'un point de réfeérence r situ¢ dans la distribution de courants:

B(r')=B(r)+ [(r -r')- V] B(r)+.....

1 ! '
m:EIr xJ(r'ydV

v

F= J.J(r’) xB(r")dV

N = [(r'x (@) x BV

= (sans demonstration)
F=V (m . B) -— Valable s1 m est un vecteur "constant"

N=mxB| « Couple par rapport au centre du dipole (i.e., pour r=0)
U,=—-m-B

Z 373-379, P 538 7.46
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Note 1:
En général: F =m VB,

= F =V (m-B) sim estun vecteur constant (i.e., a%mj =0Vk,j=x,y,2)

Dem.: m,VB, = > mVB, =.....

k=x,y,z

— F=(m-V)B sim estun vecteur constant et VxB =0
Dem.: Math.:(m-V)B=-mx(VxB)-Bx(Vxm)+V(m-B)—(B-V)m=(m-V)B

donc en general m, VB, # V(m-B) = (m-V)B

Note 2: En général: N=mxB+rxF= N=mxB sir=0

Z 373-379, P 538 7.47
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Exercice: Force et couple sur un circuit
dans un champ magnétique uniforme

I
i
i
|
s |

3

B © ¥,
—
— |
e
————— .
e ®| ¢ @ ®
e B,
i
—
e el

lr
o]

i
i
i
i
i
i
i
e}
i
i

.« Top view » « Lateral view »

F=IL,xB = F=F,=IaB; F+F,=0

N.,=r xF, = N =blaBsin@=1SBsin€; S=abe, =Se,
—
N=/SxB=mxB Couple sur un circuit (de forme et orientation quelconque)
m=7S «Dipole magnétique» du circuit
o
q dW=-NdO=—|m|Bsin0d0=-dU,
B U,=—|m|Bcosf=—m-B Energie potentielle magnétique

dg>0— dW <0
7.48
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Exercice: Couple sur une boucle circulaire

dans un champ magnétique uniforme

dF = IdlxB
dN:rxdF:rx(Idle)

doncsir=Rf et B= BB
p—

dN:]RBf'x(dlx

—

2
N=[dNdp= mxB
0

=%IR27IR2 = I7R*%

I' = COS QX + sin @y
dl = —Rd@sin X + Rd ¢ cos ¢y
dl = —sin X + cos gy

=sinfcosax +sin@sin @y + cos O

A

xB = cosgpcos@ﬁ+sin¢cos€§7+(—sin¢)sinesina —cosasinfcos )z

U s w

I x (dixﬁ) = sin(p(—sin¢>sin95ina —cosasinHCOS(p)i
—cosqo(—singosin@sina —cosasin@cosgp)ff

=

sin(p(—sin(psinﬁsina —cosasinécos (p)f(

dN = IR*B¥ x (di x B) = IR*Bd ¢p T , .
—cosqo(—smgasmﬁsma—cosasm@cosgp)y

—~N= Jjﬂde?ﬁ =I7R’B(—sin@sinaX —sinfcosay) =

=mB(—sin@sinaX —sinfcosay)=mxB
2z

fsn pdp = fcosz pdo =1 Isinwcoswd(/)zo
0

0
mz = I7TR*%

m =
B= B(sm@cos aX +sin@sinay + cos Hz)

m =%lrxJ(r)dV =%[(§rxd] =%129CS Rdl =%12R<_£> dl

Rr
\?

7.49
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Exemples d’ applications «du couple sur un boucle»

Galvanometre Moteur
(mesure de courant ¢électrique)

Pointer Armature

Spring Iron core
- Fl
— I 6 =
AXxis B
—> o7
—> 7 =

7.50
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Principe d’équivalence d’ Ampére
entre une aimant permanent et une boucle de courant

i

™
i
5
o
— o 2
m = [7R*2 = IA2 [Amz] m = MVz [Am ]
R : rayon de la boucle [m] M : aimantation de l'aimant [A/m]
7 courant [ A] (densité de dip6le magnéetiques)
. [ 3
A :surface de la boucle [mz] V2 volume de l'aimant [m ]

S'ils ont le méme moment magnétique m:
1. Meéme comportement dans un champ magnétique extérieur (rotation, déplacement)
2. Méme champ B créé a grand distance

7.51



=PrFL

r
C
Solution analytique pour B(0,0, z) avec loi de Biot-Savart : Pour |X| >> dimensions de l'aimant, voir Z 338:
B(0,0,7) = — 4/ B(x) = 4o 3m DX - m
) 5 5 3/2 = 3
2(R* +2°) N 4z x|
donc pour ‘z‘ >> R: / donc pour m=(0,0,m) et x =(0,0,z):
2m . U, m .
MR K um BO,O,Zz'uO z="—"7
B(O, O, Z) = 223 7z = 272.23 Z ( ) 472_ Z3 272_ Z3

Z 338 7.52
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